1 Die binomischen Formeln

In der Schule betrachtet man die sogenannten binomischen Formeln. Es werden
in der Regel drei Formeln betrachtet:

Begriff

‘a (a+b)* = a® + 2ab + b? (1)
(a —b)® = a® — 2ab + b (2)
(a—10b)(a+b)=a*—b? (3)

Die obigen Formeln werden erste, zweite bzw. dritte binomische For-
mel genannt.

1.1 Die erste binomische Formel

Wir wiederholen die Formel aus (1):
(a+b)* = a® + 2ab + b

Die Formel wirkt zunéchst abschreckend, jedoch kann sie relativ unkompliziert
hergeleitet werden:

(a+b)°=(a+0b)-(a+b)
Wir 16sen zunéchst die erste Klammer auf.
=a-(a+b)+b-(a+D)
Jetzt 16sen wir die beiden anderen Klammern auf.

=a-at+a-b+b-(a+b)
=a-at+a-b+b-a+b-b

Fassen wir nun die Formel zusammen.

=a’+a-b+b-a+b?
=ad’4+a-b+a-b+b
=a*+2-a-b+0b?
=a’ +2ab + b°

Jetzt ist es an der Zeit ein kleines Zahlenbeispiel zu bringen. Wir betrachten
(4 +5)% = 92 = 81. Jetzt berechnen wir dies mit der binomischen Formel:

(4+5)°=4>+2-4-54+5"=16+2-20+25 =81



1.2 Die zweite binomische Formeln

Wie man oben leicht erkennt, ist die zweite binomische Formel sehr d&hnlich zur
ersten. Auch diese wiederholen wir hier noch einmal:

(a—b)*> =a® - 2ab+ b?

Auch diese Formel leiten wir her, obwohl es sehr dhnlich zur ersten ist.

(a—b)°=(a—b) (a—1b)
Wir 16sen zunéchst die erste Klammer auf.
=a-(a—b)—b-(a—10)
Jetzt 16sen wir die beiden anderen Klammern auf.

=a-a+a-(=b)—0-(a—0b)
=a-a—a-b—>b-(a—D>)
=a-a—a-b—>b-a-b-(-b)

——
=+b2

Zuletzt fassen wir die Formel zusammen.
=a>—a-b—b-a+b?
=a>—a-b—a-b+b?

=a®>—2-a-b+b°
=a® — 2ab+ b?

Betrachten wir auch hier ein kleines Zahlenbeispiel. Betrachten wir nun (5 —
8)? = (-3)*=9

(5-8)%=52-2-5-8482=25-80+64=9

2 Die dritte binomische Formel

Diese Formel sieht ein wenig anders aus als die anderen beiden.
(a—0b)-(a+b)=a*—b

Auch diese Formel beweisen wir.

(a—=b)-(a+b)=a-(a+b)—b-(a+D)
=a-a+a-b—b-a-0-b
=a*+a-b—a-b—b

=a’® -2



Natiirlich kommt auch hier ein Zahlenbeispiel: (8 —5) - (8 +5) =3-13 = 39.

(8 —=5)-(8+5) =82 —5%=64—25=39

Wir bringen noch ein niitzlicheres Beispiel:

A

®

(a—5)-(a+5)=a®—5>=a>—25

Faustregel

Im obigen Text haben wir Zahlenbeispiele angegeben. Wenn es nicht
gefordert wird (was Lehrer gerne tun), sollte man Berechnungen im-
mer sofort ausfithren, anstatt die binomische Formeln anzuwenden.
Also, lieber (5—3)? = 22 = 4 ausrechnen, als die binomischen Formeln
anwenden. Sinnvoll ist die Anwendung bei Aufgaben in denen Unbe-
kannte (Variablen) in der Klammer stehen, z.B. (a+3)? = a?+6a+9.

Weiterfithrende Informationen
Die erste und die zweite binomische Formel fithren zu einer inter-
essanten Ungleichung — die Young’sche Ungleichung.

1 1
bl < Za® + =b?
jabl < 0"+ 3

Der Beweis ist gar nicht so schwer. Entweder ist a - b grofler gleich
Null, oder kleiner als Null. Es gilt a®> > 0 und 5% > 0.

e Wenn ab > 0, dann gilt

0<(a—0b)? eine Zahl zum Quadrat ist immer grofer als Null

=a? —2ab+b? zweite bin. Formel, jetzt + 2ab rechnen

2ab < a? + b? |:2
1 1

ab < 5a2 + 5b2 ab > 0 deshalb

1 1
bl < —a® + =b?
jabl < 507+ 5

e Ist ab < 0, dann ist —ab > 0. Wir argumentieren dhnlich wie

vorher:
0<(a+b)?
=a? + 2ab+b* erste bin. Formel, jetzt — 2ab rechnen
—2ab < a? + b? |:2
1 1
—ab < §a2 + 5b2 —ab > 0 deshalb

1 1
c 12y 12
|ab\72a +2b

q.e.d.



2.1 Geometrische Interpretation

Fiir die erste binomische Formel gibt es eine sehr schone geometrische Interpre-
tation. Betrachten wir ein Quadrat mit der Kantenlinge a+b. Als Zahlenbeispiel
kann man sich ein Quadrat mit der Kantenlénge 5cm vorstellen, unterteilt in die
Léngen 2cm und 3cm. Dadurch haben wir ein grofles Quadrat mit 2cm + 3cm
Kantenlédnge.

Betrachten wir aber nun wieder das abstraktere Problem mit der Kantenldnge
a + b. In dieses Quadrat kann man zwei kleine Quadrate mit der Kantenlénge
a und der Kantenlinge b zeichnen. Ubrig bleiben zwei Rechtecke, deren Fll-
acheninhalt a - b ist.

Das groBe Quadrat hat den Flicheninhalt (a + b)2. Betrachten wir nun die Auf-
teilung des groflen Quadrates in kleinere Quadrate und Rechtecke. Wir haben
den den Flicheninhalt der zwei Quadrate, also a? sowie b%. Und die Fliichen-
inhalte der beiden Rechtecke, somit 2 - a - b. Insgesamt gilt demnach die erste
binomische Formel

2 _ 2 2
(a4+b)* = a + 2ab + b

groBes Quadrat 1. kleines Quadrat  die beiden Rechtecke 2. kleines Quadrat

d o

Abbildung 1: Geometrische Interpretation der ersten binomischen Formel



